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CHAPITRE III 2

1. DEFINITIONS ET PROPRIETES.
1.1. Définitions.

Soit (un)nen une suite.

e On appelle série de terme général u,, la suite (Sy)nen définie par :
N
VN >0, SN =) up.
k=0

Cette série est notée Y uy ou simplement ) uyg, et Sy est appelée la somme partielle

k>0
d’indice N.
e On dit que la série de terme général wu, converge si et seulement si la suite (Sy)nyen
converge.

e Lorsque la suite (Sy)nen converge, sa limite est appelée somme de la série et est notée :
“+oo
S = > ug. En d’autres termes, si la série de terme général u,, converge, sa somme est :

k=0
N +o0
S= lim Sy= lim Zuk :Zuk.
N—+o0 N—+00
k=0 k=0

e On dit que la série de terme général w,, diverge si la suite (Sy)yen diverge, c’est-a-dire
n’a pas de limite finie ou tend vers +oo.

e Lorsque la série > wu, converge et a pour somme S, on appelle reste d’indice N le réel :

n=>0
+oo
RN:S—SN: Z Ug -
k=N+1
o0
Attention, avant d’écrire JFZ uy il faut justifier que la série est convergente. Cette notation n’a de

k=0
sens que si l'on sait que la série converge (puisque c’est la limite des sommes partielles). Il ne faut
donc pas confondre les notations Y wuy qui est une série qui peut étre convergente ou divergente et
“+o0o
> ug qui sous-entend déja que la série est convergente.
k=0

Remarque 1.1.1. Sila série ) uy converge, alors lim Ry = 0.
k>0 N——+oo

1 n
Ezemple 1.1.2. La série de terme général <2> est convergente car sa somme partielle :

N k 1\N+1
1— (L
0

1
=3

a pour limite 1_1; = 2.
2

Proposition : Série harmonique.

La série harmonique est la série de terme général —.
n

[ . 1
La série harmonique > — diverge (vers 400).
n=>1 n
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Démonstration. A compléter.

O
1.2. Condition nécessaire de convergence.
Théoreme : Condition nécessaire de convergence.
| Soit (up)n>0 une suite. Si la série de terme général u,, converge, on a 1iI+Il Up, = 0.
n—-+00
Démonstration. A compléter.
O

Remarque 1.2.1.

e C’est une condition nécessaire mais non suffisante : pour que la série converge il faut que la
suite (u,) converge vers 0 mais cela ne suffit pas. En d’autres termes, si la suite (u,),en tend

vers 0, la série ) u, peut converger ou diverger. Il faut en fait que la suite (u,)nen tende vers
n=0
0 suffisamment vite.

Par exemple, la série harmonique diverge alors que la suite (%)n>1 tend vers 0.
=

e C’est donc surtout utile pour la contraposée : si la suite (u,) ne converge pas vers 0, alors la
série de terme général u,, diverge.

Si lim wu, # 0alors > u, diverge.
n—-+oo n=>0

Par exemple, la série de terme général u, = ;75 est divergente car lim wu, =1# 0.
n n—-+oo

1.3. Propriétés et opérations sur les séries convergentes.

Proposition : Décalage.

Deux séries qui ne different que d’un nombre fini de termes sont de méme nature.
Plus précisément, soit ng € N. Alors la série ) | ug converge si, et seulement si, la série > uy
k>0 k>ng
converge. On a alors :
+o00 no—1 +o0
E U = E Ug + E Uk -
k=0 k=0 k=ng

Remarque 1.3.1. Attention : deux séries qui different d’un nombre fini de termes ne sont pas forcément
de méme somme si elles sont convergentes.

Proposition : Linéarité.
Soit a, B € R, > ug et > vg deux séries convergentes. Alors la série de terme général wy, =
k>0 k>0

auy + Pug est convergente, et 'on a :
+oo +oo +00
Y (aup+Bop) =a > u | +8(D v
k=0 k=0 k=0

Démonstration. A compléter. O

Remarque 1.3.2. Avant de faire une opération sur les sommes infinies il faut TOUJOURS justifier la
convergence des séries en question.

1.4. Convergence absolue.
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Soit (un )nen- La série Y uy est dite absolument convergente si et seulement si la série Y |ug|

£>0 £>0
converge.

(="

Ezemple 1.4.1. La série de terme général “—

est absolument convergente. En effet,

S =)

pour tout n € N.

Théoreme : La convergence absolue implique la convergence.
Soit (up)nen une suite. Si la série Y uy est absolument convergente, alors elle est convergente.

k>0
Si ) |up| converge alors > w, converge.
n=0 n=0
Démonstration. Hors programme. d
- L (=" -
Ezemple 1.4.2. La série de terme général on est donc convergente puisqu’elle est absolument

convergente.

Remarque 1.4.3. Une série peut étre convergente sans étre absolument convergente. On dit alors qu’elle
est semi-convergente. L’étude des séries semi-convergentes est bien plus difficile. Elle apparait parfois

aux concours sous la forme d’un probleme (souvent lié aux intégrales).
n

Par exemple la série de terme général est semi-convergente (et converge vers In2). C’est le

travail que nous allons faire dans I’exercice suivant.

Exercice type concours.

B T . A 2z —1)™ : P
On étudie dans cet exercice la convergence de la série de terme général % Puis on en déduit

une critere général pour montrer qu’'une série dont le terme général est de de signe quelconque

est convergente (sans étre nécessairement absolument convergente).
n

Posons S, = ) %
k=1
(=n~

n

p—

. La série de terme général est-elle absolument convergente ?

N

. Montrer que les suites extraites (S25),, et (S2n+1),, sont adjacentes.

w

. Que peut-on en déduire pour la série ?
On veut maintenant trouver la valeur de la somme.

) 1 (1 . t)n
4. On pose, pour tout entier n > 1, I, = ——adt
o (1+1)
En intégrant par parties, montrer que, pour tout entier n > 1, I,,11 = %ﬂ —I,.

Calculer [y, en déduire 1.

En déduire que, pour tout entier n > 1, S;, = —In2 + (—1)"1,.

e o Tp

Montrer que la suite (1), converge et déterminer sa limite.

e. En déduire la somme de la série de terme général #

5. Soit (an)nen une suite décroissante et telle que nh—>Holo an, = 0. En s’inspirant des questions
2 et 3, montrer que la série de terme général a,, converge.

On ne peut rien dire en général sur la valeur de la somme.
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Méthode : Utiliser la convergence absolue.
Lorsque ’on cherche a étudier la convergence d’une série de terme général u,, de signe quelconque,
on commence toujours par étudier la convergence de la série de terme général |u,|. C’est en
général beaucoup plus facile parce qu’on dispose de tous les outils de la section suivante.

2. CONVERGENCE DES SKERIES A TERMES POSITIFS.

La convergence absolue implique la convergence, il est donc utile d’avoir des criteres de convergence
concernant les séries a termes positifs.

2.1. Premier critere de convergence. Pour une série a termes positifs, il n’y a que deux scenario :
soit la série converge, soit la série diverge vers +o00. En effet,

Proposition : Premier critére de convergence.

Soit > wy une série a termes positifs. Alors la série ) uy converge si et seulement si la suite
k>0 k>0
de ses sommes partielles (Sy)nyen est majorée. Sinon, elle diverge vers +oo.

Démonstration. A compléter. O

1 1 1 .
Ezemple 2.1.1. Montrer que Vk € N\ {0,1}, -5 < ——— — —. Etudier alors la nature de la série ) —.
k k—1 k i1k
2.2. Criteres qualitatifs de convergence ou divergence. Il existe trois criteres qualitatifs, ¢’est-a-
dire qui donnent la convergence ou la divergence, mais pas la valeur de la somme dans le cas convergent.
Deux criteres sont asymétriques (donc attention aux hypotheses!), un critére est symétrique.

Théoreme : Critére de comparaison par majoration des séries a termes positifs.
Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites & termes positifs vérifiant (& partir d'un certain rang) :
0 < uy < vy
1. Si la série > vy converge alors la série Y uy converge.
k>0 k>0

2. Si la série Y wuy diverge, alors la série > vy diverge.
k>0 k>0

Démonstration. A compléter.

1 1 1
Ezemple 2.2.1. Comparer — et — et en déduire la nature de la série >
n k>1

NG

, 1
Ezemple 2.2.2. Etudier la nature de la série ) ——.
i>1 kb

=

=l

Théoreme : Critére de comparaison par négligeabilité des séries a termes positifs.
Soit (un)nen €t (vn)nen deux suites & termes positifs.

1. Siu, = o (vp)etsi ), v, converge alors ) uj converge.
— 00

n k>0 k>0
2. Siu, = o (vy)etsi ) ug diverge alors Y vy diverge.
N0 k>0 k>0
Démonstration. A compléter. a

Dans le cas ou les termes généraux sont équivalents, les séries sont de mémes natures et on peut
méme dire plus sur les restes ou les sommes partielles des séries.
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Théoreme : Critére de comparaison par équivalence des séries a termes positifs.
Soit (Un)neN et (vn)nen deux suites a termes positifs. On suppose que uy, foart Alors les séries
(0.0

> ug et > v sont de méme nature : elles divergent ou convergent simultanément. De plus,
k>0 k>0

1. Lorsque les séries sont toutes les deux convergentes, les restes sont équivalents :
[o.¢] oo
U E Vi
n—o0
k=n+1 k=n+1

2. Lorsque les séries sont toutes les deux divergentes, les sommes partielles sont équivalentes :

n

n
E U ~ V-
n—oo
k=0

k=0

Démonstration. A compléter. a

Remarque 2.2.3. Si u, ~ vy, alors les séries > uy et > vy sont de méme nature mais les sommes ne
“+o00
k>0 k>0
sont pas forcément égales !

. 1
Ezemple 2.2.4. Etudier la nature de la série ) In (1 + k>
k>1

FEzxercice 2.2.5.

Quelle est la nature des séries de termes généraux suivants? On ne demande pas de calculer la
somme des séries convergentes.

1. up = lzgk, 4. uy = (_k12)k’ 8. up, =kln (1 + e_k).
5- U = ; nov/n
- 1 k VE3—k=+1 _ a2
2. Uk = Griy @R 6 yRk 9. uk = 5 m
C U = 2. < q .
P k ’fi a discuter en fonction des
3. uk = gz 7. up = er? — 1. deux réels a et b.

3. SERIES DE REFERENCES.
3.1. Séries télescopiques.

Théoreme : Convergence des séries télescopiques.
| La série de terme général u,+1 — uy, et la suite (up)pen sont de méme nature.

Démonstration. A compléter. O

Méthode : séries télescopiques.
Calculer la somme partielle Sy d’indice N en simplifiant au maximum les termes (lorsqu’ils
s’annulent les uns les autres). Il ne restera que quelques termes dans Sy pour étudier la limite

N — +o00. Bien stir, cette méthode ne marche que lorsque l'on peut effectivement calculer Sy
de cette maniere.

Ezemple 3.1.1. Etudier la nature de la série ) In (ﬁﬂ) et calculer sa somme si elle est convergente.
k>2

3.2. Séries géométriques. Les séries géométriques apparaissent tres souvent. Non seulement, on

sait rapidement décider de leurs convergences mais il existe aussi des stratégies de comparaison a des

séries géométriques (regles de Cauchy et de D’Alembert).
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Soit ¢ un nombre réel. La série > ¢* s’appelle série géométrique de raison q.
k>0

Théoreme : Convergence des séries géométriques.

La série S ¢* est convergente si et seulement si |g| < 1 et, dans ce cas, sa somme vaut :

k>0
+0o0 1
k
q =
kZ::o 1—gq
Démonstration. A compléter. O
1 1 1 1o 1 1 1
Ezemple 3.2.1. 1—|—5+1+...:1_7}:2et k:137:§_ =5
2 3
Théoreme : Convergences des séries géométriques dérivées premiére et seconde.

1. La série . kg*~! converge si et seulement si || < 1 et dans ce cas, sa somme vaut :

k>1
+o0 1

> k= —s

k=1 (1 - Q)2

On l'appelle série géométrique dérivée (premiére).
2. La série > k(k — 1)¢"2 converge si et seulement si |g| < 1 et dans ce cas, sa somme

k>2
vaut :
+oo 2
S k(k—1)gF2=—2 .
k=2 (1—q)3

On l'appelle série géométrique dérivée seconde.

O

Démonstration. A compléter.

Remarque 3.2.2. Attention, on ne peut pas dériver les sommes infinies (il y a bien une théorie sur cette
)
question mais elle est hors programme) mais c¢’est un bon moyen pour se souvenir de ces sommes.

Méthode : convergence des séries pseudo-géométriques.

A partir de ces séries, on peut étudier S kqF et > k2R si|q| < 1. En effet :
k>0 k>0

kq® = g x kg~ donc on factorise par ¢ et on utilise la série géométrique dérivée

o Vk >0,
premiere
k2qF = ¢® x k(k — 1)¢" 2 + ¢ x k¢"~! et on est ramené & la somme de deux

o Vk > 0,
séries convergentes : on factorise par ¢? et ¢ et on utilise les séries géométriques dérivées

premiere et seconde.

Remarque 3.2.3. Dans chacun des deux cas, on trouve :
q

N N N
qu =0+ qu =q qu_l — .
A Tl P R e
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N N N
YorE = D k(-1 + > ke
k=0 k=0 k=0
N N
=  040+¢ (Z k(k — 1)qk2> +0+4¢ (Z qu1>
k=2 k=1
2¢* g q(+gq)

— _|_ =
Notoo (1—¢)*  (1-¢? (1-¢)°
Ces formules ne sont pas a apprendre et sont a savoir retrouver a chaque fois avec la méthode.
k2
Ezercice 3.2.4. Quelle est la nature et la somme éventuelle des séries o5 2 on !
k>0 2" k>0 2

3.3. Séries exponentielles.

k

. p 2.9 x 2.g q
Soit z un réel. La série ) o s’appelle série exponentielle.
k>0 v

Théoréme : Convergence des séries exponentielles.

Pour tout nombre réel z, la série T est convergente et sa somme vaut :
k>0 v
+o00 .k
> x_' =e”.
k=0 k!

Démonstration. Admis. En fait, c’est la bonne définition de la fonction exponentielle. Remarquer tout

de méme que I'on peut montrer la converge de la série par le critére de d’Alembert (mais pas la valeur

de la somme). O
—+o00

Eremple 33.1. 141+ o + = + '~ 2,718 et ! %O(%)k
TEMPLE O.0.1. — T S T...=€6 = [§] —_— = i
b 217" 3| : R T

Remarque 3.3.2. La convergence de la série exponentielle implique, d’apres la condition nécessaire de
convergence :

el/2—1=/e—1~0,649.

n

VreR, lim — =0 et en particulier : e"= o (n!)
n—-+oo n! +o0

ce qui justifie a posteriori une formule de croissance comparée liant ’exponentielle a la factorielle.

FExercice 3.3.3.
Montrer que les séries suivantes sont convergentes, puis calculer leurs sommes.

Ty 6. 3 2.
=5 k(k—2) lgo (k+2)!
2. > In(1-5)
k>2 7. k(’;”.
3. % (k+1)* k=0
. -
k>0 2
8. koL
2 k
4. Z kz;}? . ]gQ k!
k=0

Indication : chercher trois réels a, b et c tels
5. 3 (—1)" ke 2k, -1 _ _a b c
>0 que - = G2 T G T a-
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3.4. Séries de Riemann.

. 1 .
On appelle série de Riemann une série dont le terme général est —, ou « est un réel strictement
n

positif fixé.

Ezemple 3.4.1. Pour a = 1, on retrouve la série harmonique . —.
n=>1 n

Théoreme : Convergence des séries de Riemann.

Soit o un nombre réel strictement positif. La série > — converge si et seulement si a > 1.
n=>1 n

Démonstration. A compléter.

g
1
Remarque 3.4.2. Si a > 1, la série Y — converge mais on ne sait pas exprimer la somme en général.
n>1 n
1 2
Ezemple 3.4.3. La série harmonique diverge, la série ) — converge (vers E) et la série > 7
n>1 "M n>1

diverge.

Méthode : tres utile pour montrer la convergence d’une série.

: 1 . "
Si n®|uy,| converge vers 0 alors |u,| = o (a et si @« > 1 alors la série > uy est absolument
oo \ 1

convergente donc convergente.
On utilisera souvent cette proposition pour o = 2 (méthode du n?).

. (—1)F
Ezxemple 3.4.4. La série —_
’ 2, B0~ (b))

Ezercice 3.4.5. Quelle est la nature de la série de terme général

converge.

Up = lnn= 0",
3.5. Comparaison série-intégrale.

Inspiré par la preuve de la convergence des séries de Riemann, on peut établir un cadre général
de comparaison série/intégrale. L’intérét de ce théoréeme est double : pour le moment il nous sert a
justifier la convergence d’une série lorsque 1’on sait que I'intégrale correspondante converge. Mais, dans
le cours sur 'intégration, on utilisera le méme résultat dans le sens inverse, pour montrer cette fois la
convergence de I'intégrale.

On rappelle la définition d’intégrale convergente.

Soit f une fonction continue sur un intervalle non borné [a; +oo] On dit que l'intégrale | o0 r(t)dt
est convergente si, et seulement si, la fonction y — f Y f(t)dt possede une limite finie quand y
tend vers +o0o. On a alors :
+00
foe= tim_ [

@ Yy—+00
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Théoreme : Comparaison série-intégrale.
Soit f une fonction continue, positive et décroissante sur U'intervalle [a; +o00[. Alors la série

>~ f(n) et intégrale généralisée f;roo f(t) dt sont de méme nature.
nz=a

Attention, ce théoréme est hors programme! Il ne peut donc pas étre utilisé directement dans la
résolution d’un probleme. Cependant, la méthode est tres classique et plusieurs exercices de concours
se proposent de vous faire établir la convergence d’une série a ’aide d’une comparaison avec une
intégrale... tout en vous demandant de refaire toute la démarche. Il faut donc bien connaitre la preuve
de ce théoreme, qui est parfois rédigée en une petite série de questions de concours.

Démonstration. A compléter.

FEzercice 3.5.1 (Séries de Bertrand). Etudier la convergence des séries de termes généraux
1

tn = n(Inn)B

4. RECAPITULATIF : PLAN D’ETUDE D’UNE SERIE

1. Le terme général de la série tend-il vers 07 Si la réponse est non alors la série diverge et I’étude
est terminée.

2. On écrit la somme partielle de la série et on tente de faire ressembler a une série de référence
par relation de Chasles, changement d’indice, factorisation.
Le cas échéant, on conclut sur la convergence et si on a les formules on peut calculer la
somme.

3. Le terme général est-il positif ?

e Si oui, on peut essayer d’utiliser les théoremes de comparaison avec les séries de références
ou de montrer que la suite des sommes partielles est majorée.

e Sinon, on montre la convergence absolue avec les comparaisons.

4. Si la série ne converge pas absolument et ne diverge pas grossiérement, alors c¢’est un cas
difficile...

5. SUJETS D’ANNALES EN LIEN AVEC CE CHAPITRE.

Remarque 5.0.1. 1. Nous traiterons certains des sujets suivants en exercices, en travaux dirigés,
en colles ou en devoir. Pour les autres, il existe des corrigés que 'on trouve facilement sur
Internet. Ces corrigés sont parfois tres rapides, n’hésitez pas a venir m’en parler si vous pensez
qu’une question mérite des explications supplémentaires.

2. Les sujets de concours sont souvent pensés pour faire appel a plusieurs parties du programme.
Dans la liste qui suit figurent les exercices pour lequel il est nécessaire de connaitre les résultats
de ce chapitre. Mais parfois ce n’est pas suffisant car d’autres parties du cours sont aussi
impliquées. J'indique ces situations avec le symbole * si ’exercice ne peut étre traité avec les
connaissances de ce chapitre uniquement.

3. Cette liste n’est pas exhaustive.

Remarque 5.0.2. Peu d’exercices de concours ont pour objectif d’étudier uniquement la convergence
d’une série, c¢’est en fait plutot un outil qui sert a étudier des lois de probabilités discretes. En effet,
I'espérance (et les autres moments) d’une loi discrete s’exprime avec une série. En statistique, la
convergence des estimateurs utilise souvent un argument de convergence de séries. Dans la liste qui
suit, j’indique les exercices de concours qui nécessite un vrai travail pour montrer la convergence d’une
série mais on trouve parfois quelques questions isolées dans d’autres sujets.

1. ECRICOME
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e 1988 Probleme *.
e 1993 Exercice 1.
e 1996 Exercice 2 (avec des fonctions cos et sin désormais hors programme).
e 1997 Exercice 1.
e 2004 Exercice 3 (une question).
e 2009 Exercice 3 *.
e 2012 Exercice 3.
e 2013 Exercice 3.
e 2018 Exercice 2 et 3 *.
2. EDHEC
e 1997 Exercice 2.
e 1999 Probleme (partie I seulement).
e 2000 Exercice 3 (la derniére question).
e 2001 Probleme *
e 2003 Exercice 1 *.
e 2005 Probleme *.
e 2006 Probleme **.
e 2008 Probleme (somme de Riemann) *.
e 2013 Exercice 1 *.
e 2014 Exercice 1 *.
e 2015 Probleme * (et un peu dans 'exercice 2 *).
e 2016 Probleme (au début, le reste est *).
e 2018 Exercice 3 * et la fin du probleme.
e 2020 Probleme *.
3. EML
e 2002 Exercice 3 (le début est faisable dés maintenant, la suite est *).
e 2006 Exercice 2 *.
e 2012 Exercice 3 *.
e 2014 Exercice 3 *.
e 2015 Exercice 2 (la fin est *).
e 2021 Probleme 1 (la fin est *).
e 2022 Exercice 1 et 3.
4. ESCP
e 1982 Exercice 3 *.
e 1987 Epreuve III Exercice 1 *.
e 1988 Epreuve IIT Exercice 3 * (somme de Riemann).
e 2001 Epreuve IIT Exercice 2 *.
e 2002 Epreuve II 59" (3 la fin, une étude statistique) .
e 2005 Epreuve III Probleme.
5. ESC
e 2006 Exercice 3 *.

11
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e 2007 Exercice 3 *.
6. ESSEC

e 1982 Epreuve I Exercice 4.
e 1983 Epreuve I Exercice 3.
e 1986 Epreuve 2 Partie II *.
e 1988 Epreuve II Partie II.
e 1990 Epreuve IT Exercice 1.
e 1993 Epreuve IT Partie II.

e 1996 Epreuve IT Partie I (quelques arguments utilisent des théorémes qui sont dorénavant
hors programme).

e 1997 Epreuve I1I Probleme 1.
e 1999 Epreuve II Partie L
e 2001 Epreuve II Partie II.
e 2001 Epreuve IIT Exercice 1 (avec fonctions trigonométriques hors programme).
e 2004 Epreuve II Partie IIT *.
e 2005 Epreuve II Partie I *.
e 2011 Epreuve II Partie II *.
e 2013 Epreuve II Partie I * et III *.
e 2016 Epreuve I Partie II *.
e 2016 Epreuve II Partie II *.
e 2020 Epreuve 11 ™.
e 2021 Epreuve I *.
7. HEC
e 2009 Probleme (au début).
e 2010 Probléme *.
e 2021 Probleme Partie III *.
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